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15 
范畴 论 是 什么 


我 们 在 本 书 前 半 部 分 说 过 ， 数 学 的 目的 是 变 困 难为 简单 。 而 我 们 现在 
已 经 看 到 ， 苑 胃 论 是 关于 数学 的 数学 。 因 此 ， 范 畴 论 的 目的 是 变 困 难 
的 数学 为 简单 的 数学 。 


在 本 书 的 后 半 部 分 ， 我 们 讨论 了 范畴 论 达 成 这 一 目的 的 不 同方 式 。 现 
fe, BA Mu Sa TOR ME: 适合 范畴 论 的 那 只 
水 晶 鞋 具体 指 的 是 什么 ?也 就 古 说 ,与 其 讨论 范畴 论 古 什么 ， 不 如 讨 
WERE TNA > 


真理 


人 们 通 币 认 为 数学 旦 非 贯 即日 的 。 这 种 说 法 下 不 对 的 一 一 即便 一 个 数 
学 陈述 是 对 的 ， 它 也 可 能 是 好 的 或 是 坏 的 ， 有 局 发 性 的 或 是 无 司 发 性 
的 ， 有 用 的 或 是 没 用 的 ， 等 等 。 


然而 ， 这 个 非 黑 即日 鸭 说 法 也 不 是 完全 没有 道理 。 数 学 的 一 条 重要 特 
性 就 是 ， 因 为 它 是 纯粹 由 逻辑 构建 起 来 的 ， 所 以 当 某 个 陈述 在 逻辑 上 
是 正确 的 时 候 ， 所 有 的 数学 家 都 会 马上 同意 。 这 与 其 他 的 研究 领域 很 
不 相同 ， 在 那些 领域 里 ， 人 们 可 以 就 相互 对 立 的 理论 永远 地 争论 下 
去 。 了 束 像 哲学 家 迈克 尔 ' 达 米 特 在 《数学 哲学 》 (The Philosophy of 
Mathematics) 里 说 的 : 


数学 一 直 在 稳步 前 进 着 ， 而 哲学 仍 在 它 从 一 开始 就 遇 到 的 问题 那 
里 困惑 不 解 ， 徘 徊 不 前 。 


数学 事实 比 其 他 种 类 的 事实 有 一 种 更 高 的 地 位 。 我 们 此 前 已 经 说 过 ， 
科学 家 十 分 坦 时 所 谓 的 科学 的 方法 、 实 验 的 方法 ， 以 及 基于 证 据 的 知 
识 ， 也 就 古 那 些 从 已 有 的 确 羡 证 据 中 推导 出 来 并 且 可 以 反复 验证 的 事 
实 。 但 数学 与 之 完全 不 同 。 数 学 不 使 用 证 据 ， 因 为 证 据 在 逻辑 上 并 不 
古 滴水 不 漏 的 。 证 据 是 科学 的 基础 ， 但 它 不 足以 为 我 们 融 来 数学 的 真 


理 。 这 束 是 为 什么 数学 既 可 以 被 视 为 科学 的 一 个 分 文 ， 也 可 能 被 认为 
与 其 他 的 科学 体系 有 所 不 同 。 


数学 使 用 “有 逻辑 的 方法 "”， 事 实 仅 由 不 挫 杂 主观 情感 的 、 清 晰 的 逻辑 推 
导出 来 。 数 学 真理 被 一 致 认同 的 原因 在 于 证 明 过 程 : 所 有 的 结论 都 是 
经 过 严格 论证 的 ， 一 旦 某 个 结论 被 证 明了 ， 它 就 不 能 被 反驳 。 如 果 你 
在 证 明 过 程 中 发 现 了 一 个 错误 ， 那 惑 意味 着 这 个 结论 从 一 开始 就 没有 
被 证 明 。 感 谢 “ 证 明 ” 这 个 概念 ， 它 让 我 们 掌握 了 一 种 完全 不 可 驶 不 的 
方法 ， 用 以 区 分 在 数学 中 什么 古 真 的 ， 什 么 不 十 真 的 。 我 们 怎样 才能 
知道 某 事 为 真 呢 ? 我 们 证 明 它 。 


Bee 我 们 真 的 是 这 样 做 的 吗 ? 


形式 数学 证 明 的 好 处 在 于 ， 它 别 除 了 论点 中 的 直觉 部 分 。 你 不 需要 猜 
测 某 人 试图 说 的 是 什么 ， 也 不 需要 费力 解读 他 们 的 话 ， 倾 听 他 们 语调 
的 变化 ， 或 是 仔细 观察 他 们 脸 上 的 表情 ， 并 回应 他 们 的 号 体 语言 。 你 
不 需要 考虑 你 与 他 们 的 关系 的 性 质 、 他 们 当时 所 承受 的 压力 、 他 们 可 
能 喝 醉 了 的 事实 ， 或 是 他 们 过 去 的 经 历 对 他 们 现在 行为 方式 的 可 能 影 
啊 。 你 不 需要 想象 某 事 看 起 来 是 什么 样子 的 ， 你 不 需要 想象 八 维 空 
间 ， 或 是 200 万 个 苹 末 堆 成 一 堆 会 古 什 么 样子 ， 或 是 喘 处 北极 会 有 怎样 
的 感觉 。 所 有 这 些 会 引发 种 种 问题 的 细 世 都 被 剔除 了 。 


而 形式 数学 证 明 的 问题 恰恰 束 是 所 有 这 些 细 世 的 缺失 。 这 些 会 引发 问 
题 的 细 下 并 不 生 无 用 的 ， 它 们 的 作用 能 够 体现 在 另外 一 些 方面 。 写 们 
有 助 于 我 们 从 个 人 的 角度 理解 事物 。 你 也 许 认 为 数学 不 应 该 讨论 个 人 
观点 ， 但 最 终 ， 所 有 的 理解 都 是 个 人 观点 。 这 就 是 理解 和 知道 的 差 

A eee ee ena ene 
Ro 


想象 一 下 被 一 步 一 步 引 领 着 穿 过 一 个 黑暗 的 和 森林， 而 你 对 于 你 所 走 过 
的 路 线 完 全 没有 概念 。 如 采 你 在 这 条 路 的 起 点 被 引领 者 于 下 了 ， 你 丈 
会 找 不 到 出 去 的 路 。 然 而 ， 如 果 有 人 能 一 步 一 步 地 之 着 你 走 ， 你 束 可 
以 容 过 黑暗 ， 走 到 和 森林 的 男 一 边 。 


数学 家 和 学 数学 的 学 生 都 有 过 在 阅读 一 个 证 明 时 突然 意识 到 “ 呢 ， 我 明 
日 每 一 步 是 怎么 由 上 一 步 推 导出 来 的 ， 但 我 不 明日 它 尽 体 上 讲 的 十 什 


LAO ° PAN REA TE TIE AUER, FEE ER AULA PY BE 
RAS, BEAM RENATA RA UE AA 

个 关于 一 个 看 似 无 关 紧 要 的 事实 的 纯粹 的 形式 证 明 : CE en 
X (imply) 它 自身 。 注 意 这 里 的 *mply” 指 的 是 逻辑 续 涵 。 在 数学 逻辑 
里 ， 组 池 一 词 的 用 法 和 其 在 日 单 生活 中 的 用 法 不 同一 一 前 者 要 严格 很 
多 。“A 列 泣 B” 指 的 是 如 果 A 成 立 ， 那 么 B 必 然 成 立 ， 毫 无 疑问 。 而 在 日 
常生 活 中 ， 我 们 会 在 说 “你 是 在 上 暗示 (imply) 我 是 傻瓜 吗 ” 这 样 的 句子 
时 使 用 这 个 词 ， 在 这 里 ， 这 个 词 更 多 十 指 上 暗示 或 合 沙 射影 的 意思 ， 而 
AP TSR re ETC BEA SESE > 


[BAT IP A be BE Al AE Bk TG RATEN 
扩 儿 像 事 物 与 它 目 映 等 价 ， 因 此 其 最 显而易见 的 表达 式 束 是 : 


X=X 
因此 ， 这 个 表达 式 对 于 逻辑 上 的 纺 涵 想必 也 是 适用 的 。 比 如 : 
MAREA, MAMARIA > 
“ 如 果 天 在 下 雨 ， 那 么 天 就 在 下 雨 。 
“如 宁 1+1=2， 那 么 1+1 束 等 于 2。 
然而 ， 这 个 陈述 的 严格 证 明 复 杂 得 近乎 荡 廖 。 在 如 下 所 示 的 表达 式 


中 ， 和 荫 头 符 喜 指 的 是 " 强 泣 ”。 以 下 是 关于 任何 命题 p 都 强 润 它 目 身 的 完 
全 严格 证 明 ， 其 中 我 们 用 到 了 形式 逻辑 的 公理 。 


证 明 (p>p) 


(p=> ((p > p) > p)) > ((p > (p > p)) > (P= p)) 


p= ((p => p) >p) 

(0 = (p => p)) > (p= p) 
p= (p= p) 

p=>p 


我 承认 ， 我 本 人 认为 这 个 证 明 非 常 令 人 激动 且 让 人 满意 ， 不 过 就 连 数 
学 家 也 未 必 同 意 我 的 看 法 ， 因 此 如 果 你 们 觉得 整个 证 明 不 知 所 云 ， 我 
深 表 理解 。 我 把 它 写 在 这 里 ， 目 的 是 让 你 了 解 束 连 那 些 最 基本 的 逻辑 
命题 也 可 能 需要 看 上 去 如 此 复杂 的 证 明 过 程 这 一 事实 。 非 数学 家 往往 
认为 他 们 永远 不 会 理解 数学 家 做 的 事 ， 但 很 多 时 候 数 学 家 也 不 能 披 此 
nen wenn an 
当然 没有 。 


那么 ， 如 采 证 明 本 号 仍然 不 能 说 服 他 们 相信 这 是 真理 ， 什 么 能 呢 ? 
真理 的 三 位 一 体 
u En 


在 此 ， 我 想 先 来 讨论 一 下 真理 的 三 个 方面 或 三 种 形式 : 
1. 相信 
2. 理解 
3. 知道 


这 有 点 儿 像 圣保罗 大 教 坚 的 三 个 拱 项 。 所 谓 “ 知 道 "， 类 似 于 那个 能 从 
教 泽 外 直接 看 到 的 拱 顶 ;， 所 谓 “ 相 信 ”， 类 似 于 那个 我 们 从 教堂 内 部 看 


到 的 拱 顶 ， 而 所 谓 “ 理 解 ”， 残 类 似 于 那个 把 内 外 两 个 拱 顶 有 机 结合 在 
一 起 的 拱 顶 。 


真理 的 这 三 个 方面 或 三 种 形式 之 间 的 相互 作用 十 分 复杂 ， 我 们 可 以 用 
ESA E 


知道 (k) ”相信 (B) 


(SL 


理解 CU) 


RET ESOT E 
KUB: 我 们 知道 、 相 信 并 且 理 解 的 事物 。 真 理 中 正确 性 最 有 保障 的 部 
2% 


KB: 我 们 知道 并 且 相 信 ， 但 并 不 理解 的 事物 。 这 包括 必定 为 真 的 科学 
事实 ， 哪 怕 我 们 不 能 理解 它们 ， 也 不 影响 它们 的 真实 性 。 比 如 ， 我 并 
不 真 的 知道 重力 是 如 何 起 作用 的 ， 但 我 知道 并 且 相 信息 一 直 在 起 作 

用 。 我 知道 并 且 相 信 地 球 是 圆 的 ， 但 我 并 不 理解 为 什么 地 球 生 圆 的 。 


B: 我 们 相信 ， 但 并 不 理解 ， 也 不 确切 知道 的 事物 。 这 些 事物 是 我 们 的 
公理 ， 是 其 他 事物 的 源头 一 一 是 我 们 无 法 用 其 他 事物 来 证 明 的 事物 。 

比如 ， 对 我 来 说 ， 爱 和 生命 的 至 贯 吏 是 这 样 的 事物 。 我 相信 爱 羡 一切 

事物 中 最 重要 的 那个 。 我 解释 不 出 来 为 什么 ， 我 也 不 能 说 我 知道 它 肯 

定 是 真 的， 因为 我 甚至 并 不 确切 知道 爱 的 真正 含义 。 


我 们 还 有 其 他 的 部 分 ， 但 这 些 部 分 理解 起 来 就 比较 复杂 了 : 


K: 我 们 知道 ， 但 并 不 理解 和 相信 的 事物 。 这 可 能 吗 ? 我 想 ， 如 采 你 经 
历 过 突如其来 的 悲剧 或 心 硫 事 件 ， 你 也 许 能 理解 这 是 一 种 怎样 的 感 
受 。 在 你 被 告知 某 个 豆 耗 后 那 段 情感 麻木 的 日 子 里 ， 你 在 理性 上 知道 
这 件 事 已 经 发 生 了 ， 但 你 束 是 没 办 法 相信 它 发 生 了 ， 你 无 法 接受 它 旦 
真 的 ， 并 且 你 一 总 儿 也 不 理解 它 为 什么 发 生 。 也 许 极 问 的 正面 情绪 也 
会 给 人 这 种 感觉 。 比 如 ， 如 采 我 中 了 彩票 头 淆 ， 我 很 可 能 在 一 段 时 间 
内 知道 它 发 生 了 ， 但 并 不 理解 或 者 相信 它 发 生 了 。 中 了 “ 爱 之 彩票 ”也 
征 如 此 ， 你 可 能 无 法 相信 你 会 有 这 样 的 好 运 。 


KU: 我 们 知道 和 理解 ， 但 并 不 相信 的 事物 。 也 许 这 融 是 悲伤 的 下 一 个 
阶段 ， 那 时 我 们 已 经 明日 悲剧 真 的 发 生 了 ， 但 我 们 还 是 不 能 相信 这 件 
事 ， 你 会 试图 否认 已 经 发 生 的 事实 。 除 此 特殊 情况 ， 通 前 而 言 ， 知 道 
并 理解 某 事 总 是 会 让 我 们 从 心 属相 信 它 古 真 的 。 


最 后 ， 下 面 这 些 部 分 我 怀疑 并 不 真正 存在 : 
u 我 们 理解 ， 但 并 不 知道 和 相信 的 事物 。 
UB: 我 们 理解 旦 相信， 但 并 不 知道 的 事物 。 
我 认为 ， 理 解 某 事 却 并 不 知道 它 这 种 情况 是 不 可 能 的 (或 者 不 合理 
的 ) 。 在 这 个 意义 上 ， 理 解 就 与 真理 的 另外 两 种 形式 有 所 区 别 ， 因 为 


另外 两 种 形式 是 可 以 独立 存在 的 。 在 上 面 这 张 图 中 ， 真 理 只 沿 着 一 个 
方向 流动 一 从 理解 流向 所 有 其 他 的 部 分 


当然 ， 这 一 切 都 取决 于 我 们 如 何 定义 这 些 概念 。 但 请 你 先 试 着 想 一 下 
你 所 相信 的 事物 。 以 下 是 一 些 你 可 能 相信 的 事物 : 


+ 1+1=2 

. 地 球 是 圆 的 。 

© AR AAS THER © 
“北极 很 冷 。 
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你 为 什么 相信 这 些 事 情 ? 也 许 你 觉得 你 理解 为 什么 1+1=2， 除 了 那些 它 
不 成 立 的 情境 ， 就 像 我 们 之 前 讨论 过 的 那些 例子 。 如 果 我 们 探讨 的 是 
自然 数 或 整数 的 话 ，1+1=2 成 立 的 原因 主要 在 于 ， 这 就 是 数字 2 的 定 
义 。 但 如 果 我 们 探讨 的 是 一 圈 有 2 个 小 时 的 钟 的 算数 问题 ， 也 就 是 整数 
模 2 的 话 ， 我 们 束 有 1+1=0 了。 


但 地 球 为 什么 是 圆 的 呢 ? 明 早 太阳 为 什么 会 升 起 来 呢 ? 北极 为 什么 冷 

We? 这 些 是 我 们 大 部 分 人 都 知道 但 并 不 真正 理解 的 事实 。 我 认为 我 们 

所 掌握 的 很 多 科学 知识 都 是 如 此 一 一 我 们 相信 它们 是 真 的 ， 是 因为 我 

We 。 我 们 出 于 信任 ， 或 是 出 于 对 权威 的 服从 
A 


KNIATFNTZERRFE (如果 事实 的 确 如 此 的 话 ) ? 这 件 事 解释 起 
来 比较 容易 。 假 设 这 的 确 十 我 的 名 字 ， 那 么 我 叫 这 个 名 子 是 因为 我 多 
妈 为 我 选择 了 这 个 和 名字。 但 你 是 否 会 选择 相信 这 件 事 呢 ? 你 会 仅仅 因 
为 本 书 封面 所 写 的 作者 姓名 束 相 信 这 件 事 吗 ? 还 是 你 需要 查证 我 的 出 
生 证 明 才 会 相信 ? 我 希望 你 不 会 这 么 做 。) 这 些 问 题 更 复杂 一 些 。 
你 也 许 会 在 并 不 确切 知道 一 件 事 是 否 为 真 的 情况 下 束 相 信 了 这 件 事 。 


理解 是 知道 和 相信 之 间 的 桥梁 。 我 们 最 终 的 目的 是 让 越 来 越 多 的 事物 
被 纳入 图 表 的 中 心 部 分 ， 也 就 是 知道 、 理 解 和 相信 三 者 重 车 的 部 分 。 


ml 区 别 的 数学 例子 。 假 设 你 在 试图 解 这 个 


x+3=5 


A E IS NS 


就 是 : 
x=5 - 3 
于 是 我 们 得 到 x 等 于 2。 


然而 ， 知 道 我 们 可 以 用 这 种 方式 解 方 程 不 等 于 我 们 理解 了 为 什么 这 种 
方法 好 用 。 为 什么 我 们 可 以 这 样 解 方程 呢 ? 原因 古 等 式 的 左右 两 边 古 
相等 的 ， ee la 而 它们 仍然 会 
征 相 等 的 。 现 在 ， 如 于 我 们 想 要 等 式 的 一 边 只 有 x， 也 了 束 是 说 ， 我 们 想 
去 掉 等 式 左边 的 3 的 话 ， 我 们 应 该 怎 er 我 们 可 以 减 去 3。 但 等 式 
的 左边 减 去 3， 意 味 着 等 式 的 右边 也 要 减 去 3， 这 样 才能 保持 等 式 继续 
成 立 。 因 此 我 们 实际 上 做 的 就 是 : 


x+3=5 


x+3 - 3=5-3 
x=2 


理解 某 种 方法 的 工作 原理 而 非 仅仅 知道 可 以 使 用 这 种 方法 ， 能 让 我 们 
将 业已 习 得 的 知识 迁移 到 其 他 情境 。 


口袋 里 的 钱 还 在 吗 ? 


记得 我 们 在 第 4 章 讲 过 的 奇怪 的 “ 塞 钱 入 你 袋 ” 的 例子 吗 ? 你 口袋 里 有 一 
张 10 英 镑 的 纸币 。 有 人 偷 了 你 的 钱 ， 而 之 后 又 有 人 把 一 张 10 贡 镑 的 钞 
票 放 进 了 你 的 口袋 。 由 于 对 这 一 切 训 不 知情 ， 你 相信 你 的 口袋 里 始终 
有 一 张 10 英 镑 的 纸币 。 


但 你 真 的 知道 你 有 了 吗 ? 也 许 你 检查 了 一 下 口袋 ， 发 现 10 现 镑 的 钞票 还 
在 那里 。 这 时 ， 你 不 仅 相 信 ， 也 知道 了 你 的 口袋 总 里 有 一 张 10 英 镑 的 钞 
但 是 ， 直 到 有 人 告诉 你 整 件 事情 的 来 龙 去 脉 ， 你 才能 真正 理解 为 什么 
你 口袋 党 里 有 一 张 10 英 镑 的 钞票 。 


为 什么 ? 为 什么 ? 为 什么 ? 

小 鸡 为 什么 要 过 马路 ? 
理解 的 核心 是 “为 什么 ”。 为 什么 某 件 事 是 真 的 ?” 从 人 性 的 角度 而 
a, “因为 我 们 已 经 证 明 过 它 了 ?并 不 是 一 个 令 人 满意 的 回答 。 为 什么 
玻璃 杯 碎 了 ? 你 可 以 回答 “因为 我 把 它 控 在 地 上 了 ”， 也 可 以 回答 “因为 
玻璃 分 子 的 分 子 键 断 裂 了 ”。 我 们 都 在 机 场 候 机 大 厅 听 到 过 “对 飞机 需 
要 晚点 起 飞 我 们 表示 抱歉 。 这 是 因为 到 港 航班 的 延迟 ..…....” 当 然 ， 还 有 
那个 经 典 笑 话 ， 小 鸡 为 什么 要 过 马路 ? ARV, TAT A" Rete 
问 某 个 故事 的 寓意 是 什么 一 样 。 
po — PERE TSAI : 

“为 什么 三 角形 的 面积 等 于 底 乘 以 高 的 一 半 ? 

* 为 什么 负 的 负 一 等 于 一 ? 

“ 为 什么 零 乘 以 任何 数 都 等 于 零 ? 

* 为 什么 圆 的 周 长 与 直径 的 比值 是 固定 的 (等 于 n) ? 

* 为 什么 rz 的 小 数 部 分 是 无 限 的 ? 


现在 ， 让 我 们 试 着 回答 这 些 问题 。 对 于 直角 三 角形 ， 我 们 很 容易 理解 
它 的 面积 应 该 如 何 计算 ， 因 为 它 的 面积 显然 是 长 方形 面积 的 一 半 ; 


但 对 于 一 个 更 不 规则 的 三 角形 ， 如 下 所 示 : 


BATA ERE RATE, BAR: 


然后 我 们 可 以 壬 试 厦 弄 明日 为 什么 这 个 长 方形 中 除 所 求 三 角形 外 的 两 
个 部 分 可 以 被 拼 成 一 个 和 所 求 三 角形 一 样 的 形状 ， 如 此 我 们 就 证 明了 
该 三 角形 的 面积 也 是 长 方形 面积 的 一 半 : 


这 很 有 说 服 力 ， 但 这 并 不 是 一 个 证 明 。 

对 于 第 二 个 问题 ， 我 们 可 以 用 关于 数字 的 公理 来 证 明 它 ， 如 下 所 示 。 
x 的 加 法 逆 元 家 定义 为 X， 也 融 是 说 : 

-x+x=0 


并 且 符 合 这 个 特性 的 数字 总 是 只 有 一 个 。 现 在 我 们 需要 证 明 1 是 -1 的 加 
Run Ehen: 


1+ (-1) =0 


这 个 等 式 是 成 立 的 ， 因 为 -1 是 1 的 加 法 逆 元 。 


这 个 证 明 过 程 在 数学 上 古 正 确 的 ， 但 并 不 是 很 有 说 服 力 。 如 来 我 用 “在 
RABEN ENS RAST HER RA, MEE RPK, 
它 束 义 回 到 了 原来 的 方向 ”这 样 的 话 来 论证 ， 你 会 觉得 更 有 说 服 力 吗 ? 
这 个 论证 完全 不 数学 ， 但 是 可 能 会 更 有 说 服 力 。 也 许 我 们 应 该 换 一 种 
论证 方式 : 当 我 们 有 a+b=0 时 ， 这 个 等 式 束 告 诉 了 我 们 a 和 b 是 彼此 的 加 
Rein, Ehen: 


a=-b， 且 b=-a 


我 们 知道 -1 是 1 的 加 法 逆 元 ， 因 此 我 们 可 以 使 a=-1， 使 b=1， 于 十 我 们 丈 
得 到 了 a+b=0。 因 此 ， 我 们 可 以 下 结论 说 b=-a， 在 此 处 束 表 示 : 


1== &1) 
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么 ， 你 会 认为 这 个 论证 更 有 说 服 力 吗 ? 

天 于 0 乘 以 任何 数 都 等 于 0 的 问题 ， 我 们 同样 有 一 个 非常 数学 ， 的 但 比 
NE 说 服 力 的 证 明 ， 它 源 目 这 样 的 公 

理 : 


假设 x 是 任意 实数 ， 则 : 

Ox+0x= (0+0) x...... 遵从 分 配 律 

=0X ...... 遵从 0 的 定义 

等 式 两 边 同 时 减 去 0x， 我 们 就 得 到 了 0x=0。 

我 们 在 前 文 曾经 提 到 , “0 不 能 做 除数 ”这 人 句 话 的 含义 其 实 是 “根据 公理 ， 
0 没有 乘法 滥 元 ”。 但 根据 所 有 这 些 基 于 实数 的 公理 所 进行 的 证 明 ， 并 
不 是 在 试图 证 明 为 什么 这 些 事情 成 立 。 这 些 证 明 只 是 为 了 检验 我 们 感 
觉 应 该 成 立 的 事情 根据 我 们 所 选择 的 公理 的 确 成 立 。 它 并 没有 给 出 关 
于 任何 事 的 解释 。 


天 于 圆 的 问题 我 们 可 以 用 微 积 分 来 证 明 ， 但 你 也 可 以 这 样 说 服 你 目 
O: 圆 的 周 长 和 直径 都 是 长 度 ， 当 你 把 一 个 形状 按 比例 进行 缩放 的 时 


候 ， 它 的 所 有 长 度 之 间 的 比值 是 不 变 的 。 


至 于 r 的 小 数 部 分 是 无 限 的 这 个 问题 ， 你 也 许 还 记得 这 是 因为 r 是 无 理 
数 。 但 nt 为 什么 是 无 理 数 呢 ? 我 还 没有 找到 关于 这 个 问题 的 足够 有 说 服 
力 的 解释 ， 除 了 你 可 以 这 样 理解 : 因为 圆 的 边 是 要 曲 的 ， 而 圆 的 直径 
是 直 的 ， 如 采 它 们 的 比 是 一 个 有 理 数 的 话 ， 殉 会 显得 有 些 过 分 妃 合 
了 。 


其 实 有 些 有 理 数 的 小 数 部 分 也 是 无 限 的 ， 比 如 1/9 也 就 是 0.1111111...， 
但 与 无 理 数 不 同 的 是 ， 这 类 有 理 数 的 小 数 部 分 是 无 限 循环 的 ， 而 如 nt 或 
之 类 的 无 理 数 ， 它 们 的 小 数 部 分 是 无 限 不 循环 的 。 


你 可 以 一 直 这 样 问 下 去 ， 因 为 总 会 有 一 个 新 的 层面 的 “为 什么 ”可 以 
问 。 每 个 孩子 都 知道 “为 什么 ”其 实 是 一 系列 数量 无 穷 的 可 以 用 来 烦 护 
大 人 的 问题 。 


举 出 上 述 这 些 例子 的 目的 是 想 说 明 ， 如 果 你 想 知 道 为 什么 某 个 数学 事 
实 成 立 ， 那 么 数学 上 的 证 明 通常 不 能 真正 说 服 你 它 为 什么 成 立 ， 而 只 
能 说 服 你 它 确实 是 成 立 的 这 个 事实 。 下 一 市 我 们 将 讨论 二 者 的 主要 区 


Al ° 

证 明 与 启发 

证 明 具 有 社会 学 层面 的 意义 ， 而 局 发 则 更 多 地 针对 个 人 发 挥 作用 。 
证 明 是 用 来 说 服 整个 社会 的 ， 而 局 发 是 用 来 说 服 我 们 的 。 


在 某 种 意义 上 ， 数 学 束 像 一 种 情绪 ， 无 法 用 语言 精准 描述 一 一 它 发 生 
在 个 体 的 内 部 。 我 们 将 这 些 数学 知识 书写 下 来 ， 仅 仅 是 为 了 与 他 人 区 
尝 我 们 的 所 思 所 想 ， 并 希望 他 们 也 能 够 在 他 们 目 己 的 头脑 里 再 次 体验 


这 些 情绪 。 


当 我 研究 数学 的 时 候 ， 我 常常 感到 我 需要 研究 两 次 一 一 第 一 次 在 我 目 
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人 进行 交流 的 形式 。 这 束 像 你 想 跟 某 人 说 些 事情 ， 这 些 事 在 你 目 己 的 
头脑 中 显得 无 比 清晰 ， 但 是 你 发 现 你 没 办 法 很 好 地 用 语言 表达 它 。 这 
种 转换 或 翻译 绝 非 无 足 轻重 。 为 什么 我 们 要 翻译 呢 ? 为 什么 不 束 坚 持 
那 种 足够 有 启发 性 、 说 服 力 的 陈述 呢 ? 


1. 启发 很 难 界定 。 

2. 不 同 的 人 对 于 什么 事物 证 有 局 发 性 有 不 同 的 看 法 。 

因此 ， 启 发 本 喘 并 不 是 一 个 很 好 的 数学 归 类 工具 。 毕 竟 ， 数 学 研究 的 
目的 并 不 只 是 说 服 我 们 目 己 这 些 事情 成 立 ， 我 们 的 最 终 目 的 是 增进 我 
而 不 仅仅 是 堆积 只 能 存在 于 我 们 目 己 头脑 里 的 
EBEN 


接 下 来 ， 我 斋 户 通过 这 三 种 形式 的 真理 之 间 的 转换 关系 来 换 述 数学 活 


相信 


= 


理解 Al 


在 数学 里 ,，“ 知 道 ” 某 事 来 自 对 某 事 的 证 明 。 通 过 证 明 ， 我 们 意识 到 某 
事 为 真 。 一 般 而 言 ， 数 学 研究 的 终极 目标 被 认为 是 证 明定 理 ， 也 束 是 
说 推动 未 经 证 明 的 事物 进入 “已 证 明 领 域 "”。 但 我 认为 ， 数 学 研究 的 一 
个 更 深入 的 目的 是 推动 未 被 相信 的 事物 进入 “已 相信 和 领域 "一 一 被 越 多 
的 数学 家 相信 和 越 好 。 那 么 ， 我 们 如 何 做 到 这 一 点 呢 ? 如 果 我 已 经 证 明 
了 某 事 成 立 ， 我 怎样 才能 相信 它 成 立 呢 ?这 束 好 像 除 了 根据 证 明 过 程 
进行 一 步 一 步 的 推导 ， 我 还 能 找到 其 他 对 我 来 说 足够 有 局 发 性 的 理由 


来 相信 它 。 而 一 旦 我 相信 这 件 事 ， 我 又 该 如 何 说 服 其 他 人 相信 它 呢 ? 
我 会 给 他 们 看 我 的 证 明 过 程 。 


我 们 需要 用 证 明 让 我 相信 的 事物 变 成 其 他 人 也 相信 的 事物 : 


我 相信 的 X AMERO 
A 
原因 原 
正明 
因此 这 个 过 程 是 : 


。 从 一 个 我 相信 并 布 望 能 与 X 交 流 它 的 事实 入 手 。 

* 我 找到 一 个 它 得 以 成 立 的 原因 。 

“ 我 把 这 个 原因 转变 为 一 个 严格 的 证 明 。 

“ 我 把 证 明 拿 给 X 看 。 

"X 看 了 证 明 ， 并 把 这 个 证 明 转 换 成 一 个 有 说 服 力 的 原因 。 
“X 将 这 个 真理 纳入 其 “已 相信 和 真理 ?的 范畴 。 


其 实 ， 这 个 过 程 更 像 一 个 真理 之 侣 ， 而 非 真理 之 圆 ， 我 不 推荐 直接 从 
(你 的 ) 相信 飞 到 〈 其 他 人 的 ) 相信 。 我 们 都 见 过 试图 通过 大 喊 大 叫 
来 直接 传递 真理 的 人 ， 而 显然 这 种 做 法 不 怎么 考 效 。 


那么 ， 如 果 直 接 传递 真理 是 不 可 行 的 ， 我 为 什么 不 能 直接 把 真理 成 并 
的 原因 给 X 看 呢 ? 这 种 做 法 省 略 了 这 个 过 程 中 也 许 是 最 难 的 两 部 分 : 把 
一 个 原因 变 成 一 个 证 明 ， 再 把 一 个 证 明 变 成 一 个 原因 。 


答案 是 : 原因 比 证 明 更 难 表达 。 


我 认为 ， 证 明 的 核心 特点 不 是 它 的 不 可 驶 不 性 ， 而 古 它 在 转换 过 程 中 
的 稳定 性 。 证 明 是 把 我 的 论点 向 X 表 达 的 最 佳 媒介 ， 它 既 不 会 造成 模 棱 
两 可 ， 也 不 会 引起 误解 或 混淆 。 证 明 是 人 与 人 沟通 数学 知识 的 桥梁 ， 
只 不 过 位 于 桥梁 两 边 的 人 都 需要 先 完 成 翻译 的 工作 。 


当 我 阅读 其 他 人 的 数学 研究 时 ， 我 忌 是 布 望 作 考 会 附 上 一 个 原因 而 不 
只 是 写 出 证 明 过 程 。 这 种 做 法 的 好 处 是 巨大 的 。 不 幸 的 是 ， 绝 大 部 分 
的 数学 知识 都 是 以 从 未 付出 任何 努力 去 局 发 读者 的 方式 被 教授 的 ， 其 
至 更 精 ， 有 时候 你 可 能 连 一 个 解释 者 得 不 到 。 而 即便 附 市 了 解释 ， 也 
并 非 每 一 种 解释 都 对 读者 有 所 局 发 。 比 如 ， 之 前 我 们 所 到 过 ， 当 你 开 
6 学 习 解 这 样 的 方程 时 : 


x+2=5 


HAAR SII, MEANS EUR: “你 可 以 把 2 移 到 等 式 
NAW, AMAR > ERA E: 


X=D -2 

所 以 : 

X=3 

这 个 过 程 是 正确 的 ， 但 并 不 是 很 有 局 发 性 。 为 什么 我 们 可 以 用 将 某 一 
项 从 等 式 的 一 边 移 到 另 一 边 并 改变 运算 符号 的 方式 让 等 式 继续 成 立 

WE? 从 表面 上 看 ， 一 种 解释 的 方法 是 ， 在 移动 加 号 的 过 程 中 ， 当 加 号 
罕 过 等 号 时 ， 它 的 竖 线 被 等 号 卡 住 了 ， 所 以 + 就 变 成 了 -。 这 显然 是 一 
种 很 充 唐 的 解释 ， 因 为 它 在 将 减 号 项 移动 到 等 式 为 一 边 转 变 为 加 号 项 
时 就 不 成 立 了 。 这 是 一 种 启发 性 为 零 的 解释 。 


据 我 所 知 ， 至 少 在 英国 和 美国 ， 很 多 人 在 儿童 时 期 都 很 反感 数学 ， 这 
也 许 束 是 因为 ， 在 学 校 里 ， 数 学 是 作为 一 套 他 们 应 该 相信 的 事实 和 必 
须 遵循 的 法 则 被 教授 的 。 


你 不 应 该 问 为 什么 ， 而 且 你 错 了 束 是 错 了 ， 没 有 什么 其 他 可 解释 的 。 
相信 和 规则 之 间 那 个 重要 的 过 疲 环 被 忽略 了 ， 这 个 环节 束 是 具有 局 
性 的 解释 。 一 个 经 过 充分 解释 的 、 刘 有 局 发 性 的 方法 会 减少 很 多 困 
o AAA > 


但 是 否 每 个 数学 事实 的 至 后 部 有 一 个 具有 局 发 性 的 解释 呢 ? 也许 并 不 
古 ， 束 像 生活 中 不 是 每 件 事 部 有 一 个 足够 有 说 服 力 的 解释 一 样 。 有 些 
事情 的 发 生 是 如 此 令 人 难以 置信 或 者 如 此 令 人 悲痛 ， 对 于 这 些 事情 ， 
我 们 不 可 能 给 出 任何 一 个 能 让 人 轻易 接受 的 解释 。 
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真正 的 理解 ， 这 融 是 它 的 全 部 工作 ， 它 所 扮演 的 角色 ， 或 者 说 ， 这 就 
征 只 有 它 可 以 完美 适 配 的 水 唱 鞋 。 我 并 不 是 说 范畴 论 能 够 解释 数学 里 
的 所 有 问题 ， 毕 竟 数 学 也 不 能 解释 世界 上 的 所 有 问题 。 


对 于 小 学 生 、 中 学 生 和 大 学 生 这 个 “国度 ”的 公民 来 说 ， 数 学 看 起 来 就 
像 一 个 有 着 严 苛 规则 的 专制 国家 。 小 学 生 和 中 学 生 会 努力 尝试 着 遵守 
规则 ， 但 仍然 会 时 不 时 地 被 突然 告知 他 们 破坏 了 规则 。 他 们 并 不 是 故 
意 的 一 一 大 多 数 算 错 数学 题 的 学 生 并 不 是 故意 的 ， 他 们 真 的 以 为 他 们 
写 的 古 正确 答案 。 但 之 后 他 们 会 被 告知 他 们 破坏 了 规则 ， 将 要 接受 您 
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告诉 过 他 们 a 到底 是 哪里 出 了 错 ， 更 确切 地 说 ， 也 许 从 没有 人 以 一 种 
能 让 他 们 理解 的 方式 告诉 他 们 有 是 哪里 出 了 错 。 结 末 和 是， 他们 不 知道 目 
O PARA TGD, Poe TA Be ET EHRT HF Bi 
前 进 。 最 终 ， 他 们 只 想 逃 到 一 个 更 加 “民主 ”的 地 方 去 ， 一 个 很 多 不 同 
的 观点 都 可 以 成 立 的 领域 。 


老话 说 ,“ 知 识 殉 征 力量 ”。 但 我 认为 ， 理 解 是 更 强 六 的 力量 。 我 们 已 
经 走 过 了 知识 只 是 一 小 拨 人 才能 理解 的 神秘 之 书 中 的 秘密 的 年 代 。 我 
们 已 经 离开 了 书籍 稀缺 、 目 不 识 丁 着 要 受 书籍 拥有 者 文 配 的 年 代 ， 那 
时 ， 追 求知 识 的 学 生 必须 退 随 着 一 个 能 将 书 读 给 他 们 听 的 人 ， 一 位 “ 讲 
师 ” (lecturer) 这 个 词 的 本 义 指 的 吏 是 读书 卷 ， 而 不 是 什么 以 绝对 
权威 的 姿态 癌 听众 布道 的 上 位 者 。 总 之 ， 我 们 早已 远离 了 那个 年 代 。 


RE 


现在 的 我 们 正 刁 处 一 个 被 信息 包围 的 时 代 。 虽 然 识字 率 仍 有 提升 的 空 
间 ， 但 大 部 分 成 年 人 都 有 阅读 的 能 力 ， 并 且 在 很 多 国家 ， 成 年 人 都 可 
以 使 用 互联 网 。 知 能 手机 更 是 让 我 们 中 的 许多 人 可 以 将 互联 网 随身 携 
带 。 知 识 不 再 是 秘密 ， 但 理解 仍然 是 秘密 ， 至 少 在 数学 领域 里 仍 是 如 
此 。 各 个 学 力 水 平 的 学 生 部 只 被 教授 了 规则 ， 而 没有 人 被告 知 原因 。 我 
们 玛 励 孩 子 们 问 为 什么 一 一 但 只 玛 励 到 茶 个 阶段 ， 因 为 过 了 那个 阶 

段 ， 我 们 目 己 可 能 也 不 理解 了 。 而 由 于 我 们 目 己 无 力 提供 解释 ， 我 们 
距 压 制 他 们 寻求 解释 的 诉求 。 我 认为 ， 与 其 妨 惯 于 那 种 未 知 的 黑暗 ， 

不 如 带领 所 有 人 来 到 黑暗 边缘 ， 然 后 说 : “看 ! 这 是 一 个 需要 阐明 的 领 
域 。? 记 得 带 上 火种 、 火 炬 、 量 烛 一 一 你 能 想到 的 任何 能 带 来 光明 的 东 
西 ， 然 后 在 此 打 好 地 基 ， 建 造 我 们 的 大 楼 ， 医 治 疾病 ， 发 明 很 棒 的 新 
机 器 ， 以 及 做 其 他 所 有 我 们 觉得 人 类 应 该 做 的 事情 。 这 一 切 的 前 提 ， 


只 是 一 缕 点 腕 黑暗 的 火光 。 


致谢 


我 有 太 多 人 要 感谢 了， 我 甚至 在 想 ， 是 不 是 干脆 谁 也 不 感谢 也 比 漏 挥 
某 些 人 要 好 。 但 这 样 的 话 我 可 能 束 是 在 钻 逻 辑 的 牛角 尖 了 ， 而 这 种 做 
法 我 本 人 可 不 提倡 。 


所 以 ， 首 和 我 要 感谢 我 的 朋友 们 以 及 我 在 范畴 论 这 个 研究 领域 的 合作 
者 们 。 与 他 们 在 数学 或 非 数学 方面 的 对 话 一 直 是 我 的 灵感 来 源 。 他 们 
中 的 一 部 分 人 可 能 会 在 本 书 的 字里行间 读 出 他 们 在 哪些 地 方 被 我 暗暗 
地 感谢 了 。 我 还 要 感谢 我 的 那些 非 数 学 家 朋友 ， 他 们 对 我 的 书 足够 感 
兴趣 ， 多 年 来 是 他 们 迫使 我 反复 练习 用 比喻 、 半 事 以 及 学 术语 言 以 外 
的 所 有 其 他 方式 来 解释 我 所 书写 的 数学 对 象 的 。 


感谢 我 的 朋友 和 家 人 ， 我 将 关于 他 们 的 有 趣 故 事 或 是 他 们 关于 生活 的 
洞察 写 进 了 本 书 ， 其 中 一 些 标注 了 姓名 ， 另 一 些 则 没有 ， 他 们 是 : 我 
的 母亲 、 父 亲 ( 甜 甜 圈 、 彩 虹 圈 和 纽 结 的 照片 都 是 他 提供 的 ) ， 我 的 
妹妹 ， 我 的 小 侄子 杰克 和 连 恩 ， 还 有 泰 ] 村、 努 - 院 罗 - 维 瓦 、 布 兰 登 
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娜 . 克 罗 宁 ， 已 经 过 世 的 草 和 区 的 菲利普 : 格 里 尔 森 教授 ， 以 及 詹姆斯: 弗 
雷 立 、 往 姆 斯 :多 伦 、 阿 玛 妮 亚 ' 家 本 桃 修 ， 还 有 本 科 一 年 级 的 学 生 弗 兰 
殉 ' 户 安 ， 本 书 开头 所 引用 的 信 束 是 他 写 给 我 的 。 


我 想 感谢 所 有 没 能 理解 某 个 数学 概念 的 我 的 学 生 ， 因 为 这 样 我 束 不 得 
不 想 办 法 将 它们 解释 得 更 清楚 。 感 谢 我 在 Profile 出 版 公司 的 代理 人 锡 
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我 的 脑子 陷入 一 团 迷 筋 的 时 候 ， 她 总 能 充当 我 的 灯塔 。 此 外 ， 还 要 感 
谢 杰 和 森 - 格 伦 鲍 姆 、 奥 利 弗 : 卡 马 乔 和 詹姆斯 : 艾 伦 :史密斯 对 我 的 爱 。 
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赖 安 和 提 姆 ， 他 们 在 我 对 书稿 做 最 终 修 改 的 那 段 时 间 确 保 了 我 每 天 摄 


ne ° 感谢 所 有 让 这 个 世界 更 加 灿烂 的 孩子 ， 以 及 所 有 其 他 


我 觉得 这 样 的 感谢 应 该 能 包含 所 有 人 了 。 


